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Un exemple : nombre d'événements par intervalle de temps

On dispose du fichier des paiements par carte de crédit sur deux jours
ouvrables de septembre 2013 (données Kaggle.com).

@ Heure du paiement (a la seconde pres).

@ Données sur I'achat.

e Caractere frauduleux ou non.

@ Questions :

@ Sur un intervalle de temps, les achats se produisent-ils 3 vitesse constante (nombre
d’achats / seconde)?

o Cela est-il valable en journée et le soir?

@ Vitesse constante A\ événements par seconde = P(\)



Test de conformité a la loi de Poisson

@ Distribution des paiements (non
frauduleux) sur une journée

@ Deux intervalles : 12h00-14h00 et
22h00-24h00 (7200 secondes).
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Test de conformité a la loi de Poisson

@ Distribution des paiements (non
frauduleux) sur une journée

@ Deux intervalles : 12h00-14h00 et
22h00-24h00 (7200 secondes).

@ On a l'impression que le taux est constant
a midi et variable le soir.
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Test de conformité a la loi de Poisson

@ Distribution des paiements (non
frauduleux) sur une journée

@ Deux intervalles : 12h00-14h00 et
22h00-24h00 (7200 secondes).

@ On a l'impression que le taux est constant
a midi et variable le soir.

@ 12h00-14h00 : 15299 paiements 2.12
paiements/seconde.
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Test de conformité a la loi de Poisson

@ Distribution des paiements (non
frauduleux) sur une journée

@ Deux intervalles : 12h00-14h00 et
22h00-24h00 (7200 secondes).

@ On a l'impression que le taux est constant 8
a midi et variable le soir.

@ 12h00-14h00 : 15299 paiements 2.12
paiements/seconde.
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Test de conformité a la loi de Poisson

@ Distribution des paiements (non
frauduleux) sur une journée

@ Deux intervalles : 12h00-14h00 et
22h00-24h00 (7200 secondes).

@ On a l'impression que le taux est constant
a midi et variable le soir.

@ 12h00-14h00 : 15299 paiements 2.12
paiements/seconde.

@ Ajustement a P(\ = 2.12)
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Conformité a une distribution théorique a k classes

Classe 1 2 .0 kY

Effectif observé | NPPs  Ngbs .. Nobs o Nebs | N




Conformité a une distribution théorique a k classes

Classe 1 2 .0 kY
Prob. selon Hy | p1 P2 ... D .. Dk 1

Effectif observé | NPPs  Ngbs .. Nobs o Nebs | N




Conformité a une distribution théorique a k classes

Classe 1 2 A A Y
Prob. selon Hy | p1 P2 ... Di ... Dk 1
Effectif observé | NPPs  Ngbs .. Nebs o NebS | N

Eff. selon Hy | N[ Njo .. NP NN




Conformité a une distribution théorique a k classes

Classe 1 2 A A Y
Prob. selon Hy | p1 P2 ... Di ... Dk 1
Effectif observé | NPPs  Ngbs .. Nebs o NebS | N

Eff. selon Hy | N[ Njo .. NP NN

Sous Hy, N/ ~ B(N, p;)



Conformité a une distribution théorique a k classes

Classe 1 2 A A Y
Prob. selon Hy | p1 P2 ... Di ... Dk 1
Effectif observé | NPPs  Ngbs .. Nebs o NebS | N

Eff. selon Hy | N[ Njo .. NP NN

Sous Hy, N/ ~ B(N,p;), si N est grand B(N,p;) — N (N, Np;(1 — p;)).



Distribution d’'échantillonnage sous H|

NZ.HO NB(N,pz)%N(N,sz(l_p’L)):ZZ: i
Npi(1 = pi)




Distribution d’'échantillonnage sous H|

N — Np;
NHo o B(N,pi) = N(N, Npi(1 — py)) = Z; = ——'L

i NN(O>1)
Np;i(1 — p;)

@ On s'intéresse au carré de I'écart a I'espérance ]E(NZHO) = Np;

o (Ni—E(N)’

ARV R



Distribution d’'échantillonnage sous H|

N — Np;
N~ B(N,pi) = N(N, Npi(1 = p;)) = Z; = —~ P

i NN(O>1)
Np;i(1 — p;)

@ On s'intéresse au carré de I'écart a I'espérance ]E(NZHO) = Np;

o (Ni—E(N)’

ARV R

o La loi x? 44 est la loi suivie par la somme des carrés de k VA iid (0, 1).



Distribution d’'échantillonnage sous H|

@ Le carré de I'écart relatif observé a I'espérance pour la classe i est

(N; — Np;)?

X =0 -p)Z; =
( ) Np;



Distribution d’'échantillonnage sous H|

@ Le carré de I'écart relatif observé a I'espérance pour la classe i est

2
2 o (N; — Npy)
X; = (1 _pi)Zi = —Npi
@ On s'intéresse a la somme des carrés des écarts relatifs sur toutes les

classes



Distribution d’'échantillonnage sous H|

@ Le carré de I'écart relatif observé a I'espérance pour la classe i est

2
2 o (N; — Npy)
X; = (1 _pi)Zi = —Npi
@ On s'intéresse a la somme des carrés des écarts relatifs sur toutes les

classes i i
(N; — Np;)*
X? = ZX,LQ = ZZN—pZ ~ X%—lddl
i=1 i=1 v

@ Un degré de liberté est perdu pour chaque parameétre déduit des
observations (ici, N = ) N; est fixé).



Distribution d’'échantillonnage sous H|

@ Le carré de I'écart relatif observé a I'espérance pour la classe i est

2
2 o (N; — Npy)
X; = (1 _pi)Zi = —Npi
@ On s'intéresse a la somme des carrés des écarts relatifs sur toutes les

classes i i
2
2 2 (Ni — Npj) 2
X* = ZXZ- = ZZN—Z ™~ Xk—1ddl
i=1 i=1 pi

@ Un degré de liberté est perdu pour chaque parameétre déduit des

observations (ici, N = > N; est fixé).
e Conditions d'application : convergence vers la loi normale : Np; assez

grands (= 5 ou > 10).



Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)
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Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
Distribution théorique | po » Do D3 ps ps  1— Z?:o i 1
Nombres de secondes | 876 1846 1882 1429 693 301 173 7200




Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
Distribution théorique | po » Do D3 ps ps  1— Z?:o i 1
Nombres de secondes | 876 1846 1882 1429 693 301 173 7200

@ 15299 paiements en 7200 secondes A\ = 2.12 paiements/seconde.




Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
Distribution théorique | po » Do D3 ps ps  1— Z?:o i 1
Nombres de secondes | 876 1846 1882 1429 693 301 173 7200

@ 15299 paiements en 7200 secondes A\ = 2.12 paiements/seconde.
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Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
PA=2.12) 0.119 0.254 0.27 0.191 0.101 0.043 0.022 1
Nombres de secondes 876 1846 1882 1429 693 301 173 | 7200

@ 15299 paiements en 7200 secondes A\ = 2.12 paiements/seconde.
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Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
PA=2.12) 0.119 0.254 0.27 0.191 0.101 0.043 0.022 1

Nombres de secondes 876 1846 1882 1429 693 301 173 7200
Attendu théorique Np; | 860 1827 1942 1375 731 310 155 | 7200

@ 15299 paiements en 7200 secondes A\ = 2.12 paiements/seconde.
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Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements

0 1 2 3 4 5 > 6 >

PA=2.12) 0.119 0.254 0.27 0.191 0.101 0.043 0.022 1
Nombres de secondes 876 1846 1882 1429 693 301 173 7200
Attendu théorique Np; | 860 1827 1942 1375 731 310 155 | 7200

X? =
860

876 — 860)2
(876 — 860)°




Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
PA=2.12) 0.119 0.254 0.27 0.191 0.101 0.043 0.022 1

Nombres de secondes 876 1846 1882 1429 693 301 173 | 7200

Attendu théorique Np; | 860 1827 1942 1375 731 310 155 | 7200

2 (876 — 860)% (1846 — 1827)?

860 * 1827




Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements

0 1 2 3 4 5 > 6 >

PA=2.12) 0.119 0.254 0.27 0.191 0.101 0.043 0.022 1
Nombres de secondes 876 1846 1882 1429 693 301 173 7200
Attendu théorique Np; | 860 1827 1942 1375 731 310 155 | 7200

2 (876 — 860)2

(1846 — 1827)?
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Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements

0 1 2 3 4 5 > 6 >

PA=2.12) 0.119 0.254 0.27 0.191 0.101 0.043 0.022 1
Nombres de secondes 876 1846 1882 1429 693 301 173 7200
Attendu théorique Np; | 860 1827 1942 1375 731 310 155 | 7200

X? =

(876 — 860)2

(1846 — 1827)?

860

1827

(173 — 155)2
_|_ - @@ 7
155

=8.77




Les paiements par carte de crédit (12h00 — 14h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
P(A=212) 0.119 0.254 0.27 0.191 0.101 0.043 0.022 1
Nombres de secondes 876 1846 1882 1429 693 301 173 | 7200
Attendu théorique Np; | 860 1827 1942 1375 731 310 155 | 7200
, (876 —860)% (1846 — 1827)? (173 — 155)2
X = —— =8.77
860 1827 155

7 classes, 2 ddl perdus (N et A), on compare X? a x2_ 05 5 qa = 11.07




Test x? de conformité : déroulement

@ On reconnait un test x? de conformité.



Test x? de conformité : déroulement

@ On reconnait un test x? de conformité.

@ Conditions d'application : effectif total supérieur a 50, tous les effectifs attendus théoriques
supérieurs a 5 (ou 10)



Test x? de conformité : déroulement

@ On reconnait un test x? de conformité.

@ Conditions d'application : effectif total supérieur a 50, tous les effectifs attendus théoriques
supérieurs a 5 (ou 10)

© On énonce les hypotheses en concurrence :

Hy : le nombre de paiements en une seconde suit une loi de Poisson.
Hi : le nombre de paiements en une seconde ne suit pas une loi de Poisson.



Test x? de conformité : déroulement

@ On reconnait un test x? de conformité.

@ Conditions d'application : effectif total supérieur a 50, tous les effectifs attendus théoriques
supérieurs a 5 (ou 10)

© On énonce les hypotheses en concurrence :
Hy : le nombre de paiements en une seconde suit une loi de Poisson.
Hi : le nombre de paiements en une seconde ne suit pas une loi de Poisson.

@ On calcule les paramétres éventuels de la loi (A = 2.1248611), les probabilités p; de chaque classe,
les effectifs attendus Np; de chaque classe (éventuellement regrouper des classes pour satisfaire
2
les C.A.), puis la statistique X2 = Y% | % = 8.76579

1=



Test x? de conformité : déroulement

@ On reconnait un test x? de conformité.

@ Conditions d'application : effectif total supérieur a 50, tous les effectifs attendus théoriques
supérieurs a 5 (ou 10)

© On énonce les hypotheses en concurrence :
Hy : le nombre de paiements en une seconde suit une loi de Poisson.
Hi : le nombre de paiements en une seconde ne suit pas une loi de Poisson.

@ On calcule les paramétres éventuels de la loi (A = 2.1248611), les probabilités p; de chaque classe,
les effectifs attendus Np; de chaque classe (éventuellement regrouper des classes pour satisfaire

les C.A.), puis la statistique X2 = Y% | W = 8.76579
e Le nombre de ddl est £k — 1 — npar = 5 ot k = 7 est le nombre de classes et npa, = 1 le nombre
de paramgtres estimés d'aprés |I'observation. Comparer X? = 8.76579 a x2_g o5 5 q1 = 11.07 lu

dans la table de 2.



Test x? de conformité : déroulement

@ On reconnait un test x? de conformité.

@ Conditions d'application : effectif total supérieur a 50, tous les effectifs attendus théoriques
supérieurs a 5 (ou 10)

© On énonce les hypotheses en concurrence :
Hy : le nombre de paiements en une seconde suit une loi de Poisson.
Hi : le nombre de paiements en une seconde ne suit pas une loi de Poisson.

@ On calcule les paramétres éventuels de la loi (A = 2.1248611), les probabilités p; de chaque classe,
les effectifs attendus Np; de chaque classe (éventuellement regrouper des classes pour satisfaire

les C.A.), puis la statistique X2 = Y% | W = 8.76579
e Le nombre de ddl est £k — 1 — npar = 5 ot k = 7 est le nombre de classes et npa, = 1 le nombre
de paramgtres estimés d'aprés |I'observation. Comparer X? = 8.76579 a x2_g o5 5 q1 = 11.07 lu

dans la table de 2.

Q OnaXx2?< Xi:0.05,5 aa1 = 11.07, donc on ne peut pas rejeter Ho avec un risque oo = 5%. On
accepte Hy avec un rique S inconnu : la distribution est Poissonienne, donc les paiements par
carte de crédit se font a vitesse moyenne constante entre 12h00 et 14h00.



Avec vos calculatrices casio

Liste des valeurs des classes enregistrée
dans la Liste 1
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Avec vos calculatrices casio

Liste des valeurs des classes enregistrée
dans la Liste 1
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W (=) 69

Ajout de cette probabilité en fin de Liste 2
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Calcul des attendus théoriques enregistrés
dans la Liste 3
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Effectuer le test de Chi2 de conformité
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Avec vos calculatrices casio
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Avec vos calculatrices casio

Liste des valeurs des classes enregistrée
dans la Liste 1
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variable L
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Avec vos calculatrices Tl
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Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements

Nombres de secondes

1040

1906

1805

1203 681

331

234

7200




Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
Distribution théorique Po P1 P2 D3 Pa Ds — Z?:o Di 1
Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 7200




Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6

>
Distribution théorique Do D1 D2 D3 ps  ps 11— Z?:o Di 1
Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 7200

@ 15039 paiements en 7200 secondes A = 2.09 paiements/seconde.




Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 >6 >
Distribution théorique Do D1 Do D3 pa ps 1= .pi 1

Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 7200

@ 15039 paiements en 7200 secondes A = 2.09 paiements/seconde.
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Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 =6 | >
P(A=2.09) 0.124 0.259 0.27 0.188 0.098 0.041 0.02 1
Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 | 7200

@ 15039 paiements en 7200 secondes A\ = 2.09 paiements/seconde.
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Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 =6 | >
P(A=2.09) 0.124 0.259 0.27 0.188 0.098 0.041 0.02 1

Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 | 7200
Attendu théorique Np; | 892 1862 1945 1354 707 295 144 | 7200

@ 15039 paiements en 7200 secondes A\ = 2.09 paiements/seconde.

— XA
opi—ﬁe



Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 =6 | >
P(A=2.09) 0.124 0.259 0.27 0.188 0.098 0.041 0.02 1

Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 | 7200
Attendu théorique Np; | 892 1862 1945 1354 707 295 144 | 7200

(1040 — 892)?
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Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 =6 | >
P(A=2.09) 0.124 0.259 0.27 0.188 0.098 0.041 0.02 1

Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 | 7200

Attendu théorique Np; | 892 1862 1945 1354 707 295 144 | 7200

2 (1040 — 892)% (1906 — 1862)2

892 N 1862




Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 =6 | >
P(A=2.09) 0.124 0.259 0.27 0.188 0.098 0.041 0.02 1

Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 | 7200

Attendu théorique Np; | 892 1862 1945 1354 707 295 144 | 7200

2 (1040 — 892)% (1906 — 1862)2

892 N 1862

144
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Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 =6 | >
P(A=2.09) 0.124 0.259 0.27 0.188 0.098 0.041 0.02 1

Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 | 7200
Attendu théorique Np; | 892 1862 1945 1354 707 295 144 | 7200

X? =

(1040 — 892)% (1906 — 1862)? (234 — 144)?
+ - @@ 7

ce =114
892 N 1862 * 144



Les paiements par carte de crédit (22h00 — 00h00)

Nombre de paiements 0 1 2 3 4 5 =6 | >
P(A=2.09) 0.124 0.259 0.27 0.188 0.098 0.041 0.02 1

Nombres de secondes 1040 1906 1805 1203 681 331 234 | 7200

Attendu théorique Np; | 892 1862 1945 1354 707 295 144 | 7200

2 (1040 — 892)% (1906 — 1862)2

892 N 1862

(234 — 144)?
+ - @@ 7

=114
144

7 classes, 2 ddl perdus (N et A), on compare X? a x2_( 05 5 qa = 11.07
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@ On reconnait un test x? de conformité.

@ Conditions d'application : effectif total supérieur a 50, tous les effectifs attendus théoriques
supérieurs a 5 (ou 10)

© On énonce les hypotheses en concurrence :
Hy : le nombre de paiements en une seconde suit une loi de Poisson.
Hi : le nombre de paiements en une seconde ne suit pas une loi de Poisson.

@ On calcule les parametres éventuels de la loi (A = 2.08875), les probabilités p; de chaque classe,
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2
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Déroulement du test

@ On reconnait un test x? de conformité.

@ Conditions d'application : effectif total supérieur a 50, tous les effectifs attendus théoriques
supérieurs a 5 (ou 10)

© On énonce les hypotheses en concurrence :
Hy : le nombre de paiements en une seconde suit une loi de Poisson.
Hi : le nombre de paiements en une seconde ne suit pas une loi de Poisson.

@ On calcule les parametres éventuels de la loi (A = 2.08875), les probabilités p; de chaque classe,
les effectifs attendus Np; de chaque classe (éventuellement regrouper des classes pour satisfaire

les C.A.), puis la statistique X2 = Y% | W = 114.3800314
e Le nombre de ddl est £k — 1 — npar = 5 ot k = 7 est le nombre de classes et npa, = 1 le nombre
de parametres estimés d’apres I'observation. Comparer X2 = 114.3800314 a

X2—0.05,5 aa1 = 11.07 lu dans la table de x?.

Q Onax?> Xi:0.05,5 a1 = 11.07, donc on peut rejeter Hy avec un risque o = 5%. La
distribution n’est pas Poissonienne, donc les paiements par carte de crédit se font a des vitesse
hétérogenes entre 22h00 et 00h0O.



Un exemple de loi continue : la masse des grillons males

@ Etude de 2015 de C.D. Kelly (université du Québec 2
Montréal)

@ Sélection sexuelle : les femelles choisiraient les males
ayant les meilleurs genes.

S Ky : 3

@ But : mettre en évidence une qualité (meilleure
réponse immunitaire) chez les méles préférés par les
femelles.

@ Données morphologiques sur 54 grillons, descendants
élevés en laboratoire d'individus capturés en 2012 et
2013.

@ Résultat de I'étude : pas de différence mise en
évidence.
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Un exemple de loi continue : la masse des grillons males

@ Etude de 2015 de C.D. Kelly (université du Québec 2
Montréal)

@ Sélection sexuelle : les femelles choisiraient les males
ayant les meilleurs genes.

@ But : mettre en évidence une qualité (meilleure
réponse immunitaire) chez les méles préférés par les

femelles.
@ Données morphologiques sur 54 grillons, descendants @ Masse des grillons
;I((;SS en laboratoire d'individus capturés en 2012 et @ Longueur du pronotum.

Ces grandeurs suivent-elles

@ Résultat de I'étude : pas de différence mise en une loi normale ?

évidence.



Ajustement a une loi normale

e On diSpOSG des 54 valeurs brutes Valeurs observées (ordre croissant) :
0.1952, 0.2102, 0.2248, 0.2266, 0.2487, 0.2632,
0.2702, 0.2757, 0.2804, 0.2827, 0.2871, 0.2879,
0.2957, 0.2961, 0.3027, 0.3044, 0.305, 0.3091,
0.314, 0.3182, 0.3217, 0.3227, 0.3251, 0.3255,
0.3298, 0.3302, 0.3303, 0.3314, 0.3323, 0.3344,
0.3388, 0.3429, 0.3465, 0.3548, 0.3676, 0.3704,
0.3738, 0.3754, 0.3769, 0.3779, 0.3787, 0.3851,
0.3874, 0.3909, 0.3938, 0.3944, 0.3948, 0.4136,
0.4139, 0.4156, 0.4322, 0.4727, 0.5345, 0.5497

Zm: 18.4 Zm2 =6.5
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Ajustement a une loi normale

@ On dispose des 54 valeurs brutes

@ On veut appliquer un test x?
d'ajustement a une loi normale

o CA . n>50 E(N;) > 10

@ On veut ~ % des effectifs dans
chaque classe.
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Ajustement a une loi normale

@ On dispose des 54 valeurs brutes

@ On veut appliquer un test x? ~

d'ajustement a une loi normale ©
o CA.n>50, E(N;) > 10 “ /\
@ On veut ~ % des effectifs dans ; 7

chaque classe.

@ On utilise les quantiles de la loi
normale N (z,62).

0.2 0.3 0.4 0.5

Masse
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@ On cherche les 202™e, 40%me gQeme
et 80°™ percentiles de NV(0, 1).

e o2/P(Z < qo2) = 0.20

Densité

a/2=0.2




Quantiles de A/ (0, 1)

@ On cherche les 202™e, 40%me gQeme

et 80°™ percentiles de NV(0, 1).
® qo2/P(Z < qo.2) = 0.20
do.2 = —€a=0.4, 0.8 = €a=04

Densité
0.2 0.3 0.4

0.1

0.0

a/2=0.2




Quantiles de A/ (0, 1)

@ On cherche les 202™e, 40%me gQeme
et 80°™ percentiles de NV(0, 1).

® ¢o2|P(Z < qo2) =0.20
qo.2 = —€a=0.4: 90.8 = €a=04
qo.4 = —€a=0.8: 40.6 = €a=0.8

Densité

a/2=04

a/2=0.4




Quantiles de N(0, 1

Loi normale : table de I'¢cart-réduit

@ On cherche les 20°™¢, 40°™m¢, 60°™¢ LA e 2 et s ek e e
et 80°™ percentiles de N(0, 1).

[« oo oo om [om] !
® ¢o2|P(Z < qo2) =0.20 ot o o e o
|

1
0 1283 | 1254 | 1927 | 1200 | 175 1103 | 1080 | 1058
00 1036 | 1015 | 0994 | 0a74 | 0954 0800 | 0878 | 0360
— — — 0.40] 0.842 | 0524 | 0.806 | 0.789 | 0.772
qo.2 €a=0.4, 0.8 €a=0.4 0:50| 0674 | 0650 | 0.643 | 0.628 | 0:13
060 0524 | 0510 | 0.496 | 0.482 | 0.468
_ 0.70] 0.385 | 0372 | 0.358 | 0345 | 0.332 0305 | 0292 | 0.279 | 0266

q04 = _6(120.81 QOG —= 60{:08 0580 0253 | 0240 | 0225 | 0.215 | 0.202 0.176 | 0164 | 0.151 | 0138

0.90 0.126 | 0.113 | 0.100 | 0.088 | 0.075 | 0.063 | 0.050 | 0.038 | 0.025 | 0.013

0.722 | 0.706 | 0.690
0.583 | 0.568 | 0.553 | 0.539
0440 | 0.426 | 0.412 | 0.399

La probabilité a s'obtient par addition de
Eremple : pour a = 0.00 +0.05 = 0.05.

nombres écrits en marge.
1.960.

Quantile 0.2 0.4 0.6 0.8
N(0,1)  —0.842 —0.253 0.253 0.842




Quantiles de N(z, 62)

n Sz Y x? T 52 62 &
54 18.4 6.5 0.3407407 0.0042661  0.0043466 0.0659288
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n Sz Y x? T 52 62 &
54 18.4 6.5 0.3407407 0.0042661  0.0043466 0.0659288

On déduit les quantiles de N/ (Z,52?) :

Quantile 0.2 0.4 0.6 0.8
X -z X —nt 7 N(0,1) —0.842 —0.253 0.253 0.842
P < =T +20 N(z,62) 0285  0.324 0.357 0.396




Quantiles de N(z, 62)

n Sz Y x? T 52 62 &
54 18.4 6.5 0.3407407 0.0042661  0.0043466 0.0659288

On déduit les quantiles de N/ (Z,52?) :

Quantile 0.2 0.4 0.6 0.8
Xz X —nt 7 N(0,1) —0.842 —0.253 0.253 0.842
Z=—7 < =T +20 N(z,62) 0285  0.324 0.357 0.396

Les effectifs observés et attendus théoriques sous Hy sont

Intervalle <0285 <0324 <0357 <039 > 0.396
Effectifs observés 10 12 12 13 7
Effectifs attendus 10.8 10.8 10.8 10.8 10.8
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© On applique un test x? de conformité a une loi normale.
@ C.A. : effectif total supérieur a 50 et tous les effectifs attendus théoriques supérieurs 3 5 (ou 10)
© Les hypotheses testées sont :
Hy : la masse des grillons males suit une loi normale.
H; : la masse des grillons méles ne suit pas une loi normale.
@ Les paramétres de la loi normale sont = 0.3407407 et 62 = 0.0043466.
On a choisi les bornes des intervalles pour que les classes soient équiprobables. Les effectifs
attendus sont % = 10.8 pour chaque classe.
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Déroulement du test

© On applique un test x? de conformité a une loi normale.
@ C.A. : effectif total supérieur a 50 et tous les effectifs attendus théoriques supérieurs 3 5 (ou 10)

© Les hypotheses testées sont :
Hy : la masse des grillons males suit une loi normale.
H; : la masse des grillons méles ne suit pas une loi normale.

@ Les paramétres de la loi normale sont = 0.3407407 et 62 = 0.0043466.
On a choisi les bornes des intervalles pour que les classes soient équiprobables. Les effectifs
attendus sont % = 10.8 pour chaque classe.

X2 =y W08 _ 91,

© On a k=5 classes et on a estimé npa, = 2 paramétres ( Z et 62), on a donc 5 —2 — 1 =2 ddl.
La valeur seuil théorique est X2_ 5 5 a1 = 5-991 (voir la table de x?).



Déroulement du test

© On applique un test x? de conformité a une loi normale.
@ C.A. : effectif total supérieur a 50 et tous les effectifs attendus théoriques supérieurs 3 5 (ou 10)

© Les hypotheses testées sont :
Hy : la masse des grillons males suit une loi normale.
H; : la masse des grillons méles ne suit pas une loi normale.

@ Les paramétres de la loi normale sont = 0.3407407 et 62 = 0.0043466.
On a choisi les bornes des intervalles pour que les classes soient équiprobables. Les effectifs
attendus sont % = 10.8 pour chaque classe.

X2 =y W08 _ 91,

© On a k=5 classes et on a estimé npa, = 2 paramétres ( Z et 62), on a donc 5 —2 — 1 =2 ddl.
La valeur seuil théorique est X2_ 5 5 a1 = 5-991 (voir la table de x?).

Q x?=2111< X2=0A05’2 da1 = 5.991 : on ne peut pas rejeter Hy avec un risque a = 5%.
On accepte Hp avec un risque 3 inconnu.
La masse des grillons males suit donc une loi de distribution normale.
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@ Des grands échantillons
@ Des effectifs par classe assez grands
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A la limite des conditions d’application. ..

@ La convergence vers la loi x? nécessite

@ Des grands échantillons
@ Des effectifs par classe assez grands

@ Comment faire pour de petits échantillons ?
Obtenir la distribution sous Hy avec des
simulations.

@ Exemple : ajustement a la loi normale n = 54,
5 classes
En fait, la valeur seuil simulée au risque o = 5%
est 6.74 (au lieu de 5.99).
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1| == 95eme percentile x*(2ddl)
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A la limite des conditions d’application. ..

@ La convergence vers la loi x? nécessite

@ Des grands échantillons
@ Des effectifs par classe assez grands

@ Comment faire pour de petits échantillons ?
Obtenir la distribution sous Hy avec des
simulations.

@ Exemple : ajustement a la loi normale n = 54,
5 classes
En fait, la valeur seuil simulée au risque o = 5%
est 6.74 (au lieu de 5.99).
L'estimation du risque « associé a
Xg%,del = 5.99 est 0.075.

Densité

- 95¢me percentile simulé
1| == 95eme percentile x*(2ddl)
1| — Densité de x(2dd))




Conformité a une loi quelconque

@ Débats de I'association des naturalistes de Briinn
(aujourd’hui Brno, Rép. Tcheque), 1866. Longtemps
ignoré et “redécouvert” en 1900.

Verhandlungen

naturforschenden Vereines

in Brinn.
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Conformité a une loi quelconque (de Mendel)

@ Débats de |'association des naturalistes de Briinn

(aujourd’hui Brno, Rép. Tcheque), 1866. Longtemps

ignoré et “redécouvert” en 1900.
@ Sept caractéres héritables du pois.
@ Phénotypes de 556 individus de F2 & x LJ,

(38 N RN () R (Y
&

Observations 315 108 101 32

Ségrégation des alleles dans la F2

LJ

0000

L 1ol 1O
@@00:

@200:




Conformité a une loi quelconque (de Mendel)

@ Débats de I'association des naturalistes de Briinn
(aujourd’hui Brno, Rép. Tcheque), 1866. Longtemps
ignoré et “redécouvert” en 1900.

@ Sept caractéres héritables du pois.

@ Phénotypes de 556 individus de F2 & x LJ,

(08 N (I (2 R
© @ @

Observations 315 108 101 32
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Conformité a une loi quelconque (de Mendel)

@ Débats de I'association des naturalistes de Briinn
(aujourd’hui Brno, Rép. Tcheque), 1866. Longtemps
ignoré et “redécouvert” en 1900.

@ Sept caractéres héritables du pois.

@ Phénotypes de 556 individus de F2 & x LJ,

Ségrégation des alleles dans la F2
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Conformité a une loi quelconque (de Mendel)

@ Débats de I'association des naturalistes de Briinn
(aujourd’hui Brno, Rép. Tcheque), 1866. Longtemps
ignoré et “redécouvert” en 1900.

@ Sept caractéres héritables du pois.

@ Phénotypes de 556 individus de F2 & x LJ,

Ségrégation des alleles dans la F2

[LJ] [LV] [rJ] [rv] LJ v 7 ~

O @ ® .| O O

Observations 315 108 101 32 Lv O '
Proba. th. 9/16  3/16  3/16 1/16 O O
SN |

Attendus th. 312.75 104.25 104.25 34.75

@@00
@200

X2 =y WeNawl® — 470024



Déroulement du test

@ On souhaite appliquer un test x? de conformité a une distribution théorique.
@ Les C.A. sont remplies (IV > 50, tous les attendus théoriques supérieurs a 10).
© Les hypothéses en concurrence sont :

9 3 3 1

Hy : Les freguences théoriques des.classes sont 75, 160 160 i6- .
H : Au moins une fréquence est différente de la fréquence théorique proposée.

@ On a calculé les effectifs attendus (cf tableau). On trouve X2 = 0.470024.
© On a 4 classes et 3 degrés de liberté. Le seuil théorique sous Hy est X3 ;4 = 7.815.

Q X< ngdl donc on ne peut pas rejeter Hy avec un risque a. On accepte Hy avec un
risque 3 inconnu.
La distribution des phénotypes dans la F2 est conforme aux lois de de Mendel sur la
ségrégation des alleles.
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Recherche d’hybridation passée : le test ABBA BABA

@ Données : Aardema et al. (2016).
3 espeéces et 1 groupe externe L. halia.

D. eresimus D. gilippus D. plexippus L. halia

W W Y W
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Recherche d’hybridation passée : le test ABBA BABA

@ Données : Aardema et al. (2016).
3 espeéces et 1 groupe externe L. halia.
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@ Dans l'ordre D. eresimus, D. plexipps, D. gilippus
et L. halia, un motif majoritaire : BBAA.
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Conformité a une proportion théorique

@A~-8B
Recherche d’hybridation passée : le test ABBA BABA I

@ Données : Aardema et al. (2016).
3 espeéces et 1 groupe externe L. halia.

@ On compte les mutations. A est |'état ancestral et
B I'état dérivé. On utilise les sites ou deux espéeces

. . D. eresimus D. gilippus D. plexippus L. hali
du triplet ont un état dérivé. eresimus D. gilippus D. plexippus L. halia

W W ¥ %
@ Dans l'ordre D. eresimus, D. plexipps, D. gilippus
et L. halia, un motif majoritaire : BBAA. A B B A
@ Les motifs ABBA et BABA sont théoriquement

plus rares et équiprobables.



Conformité a une proportion théorique

Recherche d’hybridation passée : le test ABBA BABA

Données : Aardema et al. (2016).

3 espeéces et 1 groupe externe L. halia.

On compte les mutations. A est |'état ancestral et
B I'état dérivé. On utilise les sites ou deux espéeces
du triplet ont un état dérivé.

Dans I'ordre D. eresimus, D. plexipps, D. gilippus
et L. halia, un motif majoritaire : BBAA.

Les motifs ABBA et BABA sont théoriquement
plus rares et équiprobables.

Une hybridation passée = exces de ABBA ou
BABA.
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W W Y W
A B B A



Conformité a une proportion théorique

Recherche d’hybridation passée : le test ABBA BABA

Données : Aardema et al. (2016).
3 espeéces et 1 groupe externe L. halia.

On compte les mutations. A est |'état ancestral et
B I'état dérivé. On utilise les sites ou deux espéeces
du triplet ont un état dérivé.

Dans I'ordre D. eresimus, D. plexipps, D. gilippus
et L. halia, un motif majoritaire : BBAA.

Les motifs ABBA et BABA sont théoriquement
plus rares et équiprobables.

Une hybridation passée = exces de ABBA ou
BABA.

On teste I'équiprobabilité de ABBA et BABA.
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Conformité a une proportion théorique

@®~-8B
Recherche d’hybridation passée : le test ABBA BABA

@ Données : Aardema et al. (2016).
3 espeéces et 1 groupe externe L. halia.

@ On compte les mutations. A est |'état ancestral et
B I'état dérivé. On utilise les sites ou deux espéeces
du triplet ont un état dérivé.

D. eresimus D. gilippus D. plexippus L. halia

W W ¥ W

@ Dans l'ordre D. eresimus, D. plexipps, D. gilippus
et L. halia, un motif majoritaire : BBAA. A B B A

@ Les motifs ABBA et BABA sont théoriquement
plus rares et équiprobables.

BBAA ABBA BABA
Observées 2818 1287 1630

@ Une hybridation passée = exces de ABBA ou
BABA.

@ On teste I'équiprobabilité de ABBA et BABA.



Déroulement du test

© On applique un test x? de conformité a la distribution
équiprobable.

D. eresimus D. gilippus D. plexippus L. halia

W W ¥ W
A B B A

BBAA ABBA BABA
Observées 2818 1287 1630




Déroulement du test

© On applique un test x? de conformité a la distribution
équiprobable.

@ Les C.A. sont satisfaites (grands effectifs)
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BBAA ABBA BABA
Observées 2818 1287 1630




Déroulement du test

© On applique un test x? de conformité a la distribution
équiprobable.

@ Les C.A. sont satisfaites (grands effectifs)
© Les hypotheses testées sont :

Hy : les deux motifs ABBA et BABA sont équiprobables.

H; : Les deux motifs ne sont pas équiprobables.

D. eresimus D. gilippus D. plexippus L. halia

W W ¥ W
A B B A

BBAA ABBA BABA
Observées 2818 1287 1630
Attendues 2818 1458.5 1458.5




Déroulement du test

© On applique un test x? de conformité a la distribution
équiprobable.
@ Les C.A. sont satisfaites (grands effectifs)

© Les hypotheses testées sont :
Hy : les deux motifs ABBA et BABA sont équiprobables.

H; : Les deux motifs ne sont pas équiprobables.

@ Sous Hy, on attend en moyenne %(1287—!— 1630) = 1458.5

mutations donnant le motif ABBA et autant le motif BABA.

X? =40.34

D. eresimus D. gilippus D. plexippus L. halia

W W ¥ W
A B B A

BBAA ABBA BABA
Observées 2818 1287 1630
Attendues 2818 1458.5 1458.5

2 (1287 — 1458.5)® (1630 — 1458.5)2
N 1458.5 1458.5
=40.34




Déroulement du test

© On applique un test x? de conformité a la distribution
équiprobable.

@ Les C.A. sont satisfaites (grands effectifs)

© Les hypotheses testées sont :
Hy : les deux motifs ABBA et BABA sont équiprobables.
H; : Les deux motifs ne sont pas équiprobables.

@ Sous Hy, on attend en moyenne %(1287—!— 1630) = 1458.5
mutations donnant le motif ABBA et autant le motif BABA.
X2 =40.34

© !l y a deux classes et 1 ddl. Xi:oos, 1 ga1 = 3.841
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W W ¥ W
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Attendues 2818 1458.5 1458.5
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Déroulement du test

© On applique un test x? de conformité a la distribution
équiprobable.
@ Les C.A. sont satisfaites (grands effectifs)

© Les hypotheses testées sont :
Hy : les deux motifs ABBA et BABA sont équiprobables.

D. eresimus D. gilippus D. plexippus L. halia

H; : Les deux motifs ne sont pas équiprobables. » ¥ (o %

@ Sous Hy, on attend en moyenne %(1287—!— 1630) = 1458.5 A B B A
mutations donnant le motif ABBA et autant le motif BABA. BBAA ABBA  BABA
X2 — 40.34 Observées 2818 1287 1630
= = Attendues 2818 14585 14585

© !l y a deux classes et 1 ddl. Xi:oos, 1 ga1 = 3.841

@ X2 > 3.841 donc on rejette Hy avec un risque o = 5%. Les
motifs ABBA et BABA ne sont pas équiprobables. — 4034
Il'y a plus de BABA ce qui suggére des événements
d’'hybridation passée entre D. plexipus et D. Eresimus.

2 (1287 — 1458.5)% (1630 — 1458.5)
N 1458.5 1458.5




Conclusions sur le test de conformité de x?

@ Test de conformité dit aussi d'ajustement a une distribution théorique

@ Basé sur la convergence B — N, d'ou les conditions d’application.
e Applicable a des distributions discrétes ou continues.

o |l existe aussi un test d’homogénéité des distributions (que vous verrez
ultérieurement).

@ Lorsque les C.A. ne sont pas remplies, possibilité (nécessité) de simuler
sur ordinateur la distribution de X? sous H.



Conclusions sur les tests d’hypothese

@ Les tests d'hypothése s'intéressent aux valeurs théoriques (1) grace a des
observations sur un échantillon.

@ Basés sur une variable aléatoire V' sensible a un changement de la valeur théorique. V'
est appelée la statistique du test.

@ Hj et Hi ne jouent pas le méme réle. Hy est I'hypothese qu’on souhaite invalider.

@ Le statisticien connait la distribution de V sous Hj et choisit de considérer comme
“inattendues” les valeurs les plus extrémes de cette distribution.

@ Le risque de premiere espece est la probabilité de rejeter une Hy alors qu'elle est vraie.
Il est choisi par le statisticien.

@ Le risque de deuxieme espéce est le risque de se tromper en ne rejetant pas Hy. [ est
inconnu.

@ Probleme des tests multiples : parmi n tests indépendents, la probabilité qu'au moins
un test invalide Hp est 1 — (1 — o)™ — 1.



