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Variables aléatoires

Résultat d’un lancer de dé

f :
Ω −→ R
ω 7−→ X = f(ω)

X est une variable aléatoire.
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Variables aléatoires

Résultat d’un lancer de dé

X = f(ω) = Nombre de points
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Variables aléatoires

Résultat d’un lancer de dé
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Variables aléatoires

Résultat d’un lancer de dé

X = f(ω) = 1{ q , qq q, qq qq q}(ω)
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Épreuve de Bernoulli

Deux résultats possibles

f :
Ω −→ {0, 1}

ω 7−→ X = 1A(ω)

P(X = 1) = P(A)
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Ω

0 1

A

ωA

ωĀ
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Types de V.A.

Variables aléatoires quantitatives

Discrètes : Nombre de descendants, nombre de différences dans une séquence. . .
Continues : Taille, Masse. . .

Variables aléatoires qualitatives

Ordonnées. Ex. taille exprimée en ”petit, grand, moyen”
Non ordonnées. Ex. sexe, motif d’un pelage : rayé, tacheté, uni. . .
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Types de V.A.
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Notation / vocabulaire

On définit une épreuve aléatoire.

Ω est l’univers des possibles pour cette épreuve.

ω est l’événement élémentaire réalisé à l’issue de l’épreuve.

X est une variable aléatoire définie d’après ω.

La valeur de X à l’issue de l’épreuve est la “réalisation” de la V.A.

La probabilité que la réalisation de X soit x est notée P(X = x).
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Ω est l’univers des possibles pour cette épreuve.
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Exemple

Épreuve : Choisir un étudiant inscrit à l’UE.

Ω est l’ensemble des étudiants de l’UE.

X est le nombre de lettres du prénom de l’étudiant.

Y est le dernier chiffre de la somme des chiffres du numéro d’étudiant.

ω =Laura est inscrit(e) en séquence 2.

X = 5.

La somme des chiffres du numéro d’étudiant de Laura est 20 donc Y =0
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Épreuve : Choisir un étudiant inscrit à l’UE.
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Exemple

Si on fait les mêmes calculs pour l’ensemble des 437 étudiants inscrits en
MathSV, on obtient les effectifs suivants

X :



3 14
4 65
5 114
6 116
7 63
8 35
9 22
10 4
12 1
13 3





Exemple
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Exemple

Si on fait les mêmes calculs pour l’ensemble des 437 étudiants inscrits en
MathSV, on obtient les effectifs suivants

Y :
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Distribution d’une variable aléatoire discrète

La fonction de probabilité
de X est
f(x) = P(X = x).

La fonction de répartition
de X est
F (x) = P(X ⩽ x)

Pour une V.A. discrète, F
est discontinue à toutes les
valeurs que peut prendre
X
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de X est
f(x) = P(X = x).

La fonction de répartition
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Distribution d’une variable aléatoire discrète

La fonction de probabilité
de X est
f(x) = P(X = x).

La fonction de répartition
de X est
F (x) = P(X ⩽ x)

Pour une V.A. discrète, F
est discontinue à toutes les
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Fonction de répartition F

Soit X une V.A. discrète et {xi} l’ensemble ordonné des valeurs que peut
prendre X.

lim
x→−∞

F (x) = 0

lim
x→+∞

F (x) = 1

lim
x→x−

i

F (x) = F (xi−1) lim
x→x+

i

F (x) = F (xi−1) + P(X = xi)
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Espérance d’une V.A. discrète

Soit X une V.A. discrète et {xi} l’ensemble des valeurs que peut prendre
X.

L’espérance de X est donnée par

E(X) =
∑
i

xiP(X = xi)

L’espérance est la valeur moyenne de X
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Exemple : Nombre de lettres du prénom des étudiants de
MathSV

E(X) = 3× 14

437
+ 4× 65

437
+ 5× 114

437
+ 6× 116

437
+ 7× 63

437
+ 8× 35

437

+ 9× 22

437
+ 10× 4

437
+ 12× 1

437
+ 13× 3

437

= 5.8993135



Exemple : Dernier chiffre

E(Y ) = 0× 48

437
+ 1× 39

437
+ 2× 48

437
+ 3× 41

437
+ 4× 40

437
+ 5× 48

437

+ 6× 36

437
+ 7× 44

437
+ 8× 55

437
+ 9× 38

437
= 4.4942792



Propriétés de l’espérance : E(λX + µ) = λE(X) + µ

X est une v.a. λ et µ sont deux constantes réelles.

E(λX + µ) =
∑
i

(λxi + µ)P(X = xi)

=
∑
i

(λxiP(X = xi)) +
∑
i

(µP(X = xi))

= λ
∑
i

(xiP(X = xi)) + µ
∑
i

(P(X = xi))

= λE(X) + µ



Propriétés de l’espérance : E(λX + µ) = λE(X) + µ

X est une v.a. λ et µ sont deux constantes réelles.
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Propriétés de l’espérance : E(X + Y ) = E(X) + E(Y )

E(X + Y ) =
∑
xi

∑
yj

(xi + yj)P(X = xi ∩ Y = yj)

=
∑
xi

∑
yj

(xi + yj)P(X = xi)P(Y = yj |X = xi)

=
∑
xi

∑
yj

(xiP(X = xi)P(Y = yj |X = xi) + yjP(X = xi)P(Y = yj |X = xi))

=

∑
xi

∑
yj

xiP(X = xi)P(Y = yj |X = xi)

+

∑
xi

∑
yj

yjP(X = xi)P(Y = yj |X = xi)



=


∑
xi

xiP(X = xi)
∑
yj

P(Y = yj |X = xi)︸ ︷︷ ︸
=1

+


∑
yj

yj
∑
xi

P(X = xi)P(Y = yj |X = xi)︸ ︷︷ ︸
=P(Y =yj)





Dispersion : variance d’une variable aléatoire discrète

V (X) = E
(
(X − E(X))2

)

V (X) = 2.62

V (Y ) = 8.38
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Dispersion : variance d’une variable aléatoire discrète

V (X) = E
(
(X − E(X))2

)
V (X) = 2.62

V (Y ) = 8.38
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Propriétés de la variance V(X) = E(X2)− E(X)2

V(X) = E((X − E(X))2)

= E(X2 + E(X)2 − 2XE(X))

= E(X2) + E(X)2 − 2E(XE(X))

= E(X2) + E(X)2 − 2E(X)E(X)

= E(X2)− E(X)2



Propriétés de la variance V(λX) = λ2V(X)

V(λX) = E((λX − E(λX))2)

= E((λX − λE(X))2)

= E(λ2(X − E(X))2)

= λ2E((X − E(X))2)

= λ2V(X)



Propriétés de la variance V(X + µ) = V(X)

V(X + µ) = E((X + µ− E(X))2)

= E((X + µ− E(X)− µ)2)

= E((X − E(X))2)

= V(X)



Propriété : V(X + Y )

V(X + Y ) = E
(
((X + Y − E(X + Y ))2

)
= E

(
((X − E(X)) + (Y − E(Y )))2

)
= E

(
(X − E(X))2 + (Y − E(Y ))2 + 2 (X − E(X)) (Y − E(Y ))

)
= E

(
(X − E(X))2

)
+ E

(
(Y − E(Y ))2

)
+ E (2 (X − E(X)) (Y − E(Y )))

= V (X) + V (Y ) + 2E ((X − E(X)) (Y − E(Y )))︸ ︷︷ ︸
Cov(X,Y )

V(X + Y ) = V (X) + V (Y ) + 2Cov(X, Y )



Propriété : V(X + Y )

Cov(X, Y ) = E ((X − E(X)) (Y − E(Y )))

= E (XY − Y E(X)−XE(Y ) + E(X)E(Y ))

= E (XY )− E (Y E(X))− E (XE(Y )) + E(X)E(Y )

= E (XY )− E(Y )E(X)− E(X)E(Y ) + E(X)E(Y )

= E (XY )− E(Y )E(X)

Si X et Y sont indépendantes, alors E(XY ) = E(X)E(Y ) et
V(X + Y ) = V(X) + V(Y ).



VA. centrée

Y est centrée ⇔ E(Y ) = 0

Y = X − E(X) est centrée.

S est réduite ⇔ V(S) = 1.

S = X√
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est est réduite.

Z = X−E(X)√
V(X)
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Z = X−E(X)√
V(X)

centrée-réduite.
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Fractiles, percentiles, quartiles, quantiles. . .

Fonction réciproque de la fonction
de répartition

Discontinue pour les V.A. discrètes

fractileX(p) = sup ({xi|p ⩽ F (xi)})

Fonction continue pour les V.A.
continues

fractileX(p) = x|F (x) = p

Rappel : F (x) = P(X ⩽ x)
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Quartiles

Les quartiles “partagent la
distribution” en quatre classes de
probabilité 0.25.
La médiane de la distribution est le
deuxième quartile.
Pour les distributions discrètes les
classes ont rarement une probabilité
d’exactement 0.25



Quartiles

Les quartiles “partagent la
distribution” en quatre classes de
probabilité 0.25.
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Lois classiques

Ce sont les distributions qu’il vous faudra connâıtre
Lois discrètes

Loi de Bernoulli : Bernoulli(p) = B(1, p)
Loi Binomiale : B(n, p)
Loi de Poisson : P(λ)

Lois continues

Loi Normale : N (µ, σ2)
Loi t de Student : t(ddl)
Loi de χ2 : χ2(ddl)
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Lois discrètes
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Loi de Bernoulli

Voir le début du cours :

X ∈ {0, 1}

P(X = 1) = p

E(X) = 0× (1− p) + 1× p = p

V(X) = E(X2)− (E(X))2 = p− p2 = p(1− p)
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Loi binomiale

X =
n∑

i=1

Yi où Yi ∼ Bernoulli(p) indépendantes entre elles.

X ∈ {0, 1, . . . n}

La probabilité d’une séquence donnée (Y1, Y2, . . . , Yn) est
∏n

i=1 P(Yi = yi)

n nombre total de V.A., k : nombre de succès. Il existe
(
n
k

)
séquences de

ce type.

La loi binomiale est donc :

X ∼ B(n, p), P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k
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Yi où Yi ∼ Bernoulli(p) indépendantes entre elles.

X ∈ {0, 1, . . . n}
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Loi binomiale : propriétés

X ∼ B(n, p), P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

X est la somme de n VA indépendantes de Bernoulli de paramètre p Y1, . . . Yi

donc

E(X) =
n∑

i=1

E(Yi) = np

E(V ) =
n∑

i=1

V(Yi) = np(1− p)



Loi binomiale : propriétés

Soient X ∼ B(n1, p) et Y ∼ B(n2, p) deux V.A. indépendantes, alors

X est la somme de n1 VA de Bernoulli indépendantes de paramètre p

Y est la somme de n2 VA de Bernoulli indépendantes de paramètre p

X + Y est la somme de n1 + n2 VA de Bernoulli indépendantes de
paramètre p

Donc (X + Y ) ∼ B(n1 + n2, p).
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Point calculettes

Dans une maternité naissent 100 enfants.

Quelle est la probabilité qu’il soit né exactement 60 filles ?

P(X = 60) =

(
100

60

)(
1

2

)60(
1− 1

2

)40

Quelle est la probabilité qu’il soit né 60 filles ou moins ?

P(X ⩾ 60) =
60∑
k=0

(
100

k

)(
1

2

)k (
1− 1

2

)100−k



Point calculettes : TI

Les lois de probabilités se trouvent dans le menu distr.

binomFdp est la distribution, binomFRép est la fonction de répartition.

L’ordre des arguments est n, p, k, où n et p sont les paramètres de
B(n, p).



Point calculettes : casio

Les lois de probabilités se trouvent dans le menu STAT puis DIST.

Bpd est la distribution, Bcd est la fonction de répartition. InvB est la
fonction des fractiles.

L’ordre des arguments est k, n, p, où n et p sont les paramètres de
B(n, p).



Loi de Poisson

Loi du nombre d’événements se produisant dans un intervalle de temps
(distance, surface, volume. . .) donné lorsque :

Les événements sont indépendants entre eux.

Le taux de survenue des événements est constant.

λ est le nombre moyen d’événements par unité de temps (. . .).

X ∼ P(λ) ⇔ P(X = k) =
λk

k!
e−λ
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Les événements sont indépendants entre eux.

Le taux de survenue des événements est constant.

λ est le nombre moyen d’événements par unité de temps (. . .).
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D’où vient λk

k! e
−λ ?

Durant une unité de temps, en moyenne λ événements surviennent.

Donc E(X) = λ sur une unité de temps.

On découpe l’unité de temps en n très petits intervalles de durée 1
n .

Lorsque n → ∞, le nombre d’événements durant un petit intervalle de
temps est au plus 1.

Le nombre Xi d’événements dans l’intervalle i de durée 1
n suit une loi de

Bernoulli de paramètre pn = λ
n .

X =
∑n

i=1Xi est une somme de n V.A. de Bernoulli indépendantes.
X ∼ B

(
n, λn

)
.

P(X = k) = lim
n→∞

(
n

k

)(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
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On découpe l’unité de temps en n très petits intervalles de durée 1
n .

Lorsque n → ∞, le nombre d’événements durant un petit intervalle de
temps est au plus 1.

Le nombre Xi d’événements dans l’intervalle i de durée 1
n suit une loi de

Bernoulli de paramètre pn = λ
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D’où vient λk

k! e
−λ ?

On cherche la limite lorsque n → ∞ :(
n

k

)(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

=
n!

k!(n− k)!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

=
λk

k!

(
n(n− 1) . . . (n− k − 1)

nk

)
e(n−k) ln(1−λ

n)

=
λk

k!

(
n(n− 1) . . . (n− k − 1)

nk

)
︸ ︷︷ ︸

−→ 1

en ln(1−λ
n)︸ ︷︷ ︸

−→ e−λ

e−k ln(1−λ
n)︸ ︷︷ ︸

−→ 1



Loi de Poisson : E(X) = λ

E(X) =
∞∑
k=0

k
λke−λ

k!
= 0 +

∞∑
k=1

k
λke−λ

k!

=
∞∑
k=1

λke−λ

(k − 1)!
= λ

∞∑
k=1

λk−1e−λ

(k − 1)!

= λ

∞∑
l=0

λle−λ

(l)!︸ ︷︷ ︸
=1

= λ



Loi de Poisson : V(X) = λ

On calcule tout d’abord E(X(X − 1)) = E(X2)− E(X), puis on calculera
V(X2) = E(X2)− (E(X))2 = E(X(X − 1)) + E(X)− (E(X))2

E(X(X − 1)) =
∞∑
k=0

k(k − 1)
λke−λ

k!
= 0 + 0 +

∞∑
k=2

k(k − 1)
λke−λ

k!

=
∞∑
k=2

λke−λ

(k − 2)!
= λ2

∞∑
k=2

λk−2e−λ

(k − 2)!

= λ2
∞∑
l=0

λle−λ

(l)!︸ ︷︷ ︸
=1

= λ2 ⇒ V(X) = λ2 + λ− λ2 = λ.



Loi de Poisson : Propriété

Soient X ∼ P(λ1) et Y ∼ P(λ2) deux V.A. indépendantes.
Alors

P(λ1) est la loi d’un nombre d’événements de type A se produisant à un
taux constant λ1.

P(λ2) est la loi d’un nombre d’événements de type B se produisant à un
taux constant λ2.

X et Y sont indépendantes.

(X + Y ) suit la loi d’un nombre d’événements de type “A ou B” se
produisant à un taux constant λ1 + λ2.

(X + Y ) ∼ P(λ1 + λ2)



Convergence B(n, p) → P(np)

Lorsque X ∼ B(n, p) et que les
conditions suivantes sont remplies :

n est grand

np est petit

alors la loi de X converge P(np).

La loi de Poisson est parfois qualifiée de “loi des événements rares”.
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Convergence B(n, p) → P(np)

Lorsque X ∼ B(n, p) et que les
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Point calculettes

Dans une materternité naissent annuellement en moyenne 5 000 bébés. La
trisomie 21 affecte environ une naissance sur 1 000.

Quelle est la probabilité qu’une année naissent exactement deux enfants
porteurs de trisomie 21 ?

P(X = 2) =
52e−5

5!

Quelle est la probabilité qu’une année naissent au moins 7 enfants
porteurs de trisomie 21 ?

P(X ⩾ 7) = 1−
6∑

k=0

5ke−5

k!



Point calculettes : TI

Les lois de probabilités se trouvent dans le menu distr.

poissonFdp est la distribution, poissonFRép est la fonction de
répartition.

L’ordre des arguments est λ, k, où λ est le paramètre de P(λ).



Point calculettes : casio

Les lois de probabilités se trouvent dans le menu STAT puis DIST.

Ppd est la distribution, Pcd est la fonction de répartition. InvP est la
fonction des fractiles.

L’ordre des arguments est k, λ, où λ est le paramètre de P(λ).



Loi normale

Loi continue définie par deux paramètres : sa moyenne µ et sa variance σ2.

X ∼ N (µ, σ2)

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

F (x) =
1

σ
√
2π

∫ t

−∞
e−

1
2(

t−µ
σ )

2

dt

Classiquement, les calculs se font à
partir des tables de N (0, 1).
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Loi continue définie par deux paramètres : sa moyenne µ et sa variance σ2.

X ∼ N (µ, σ2)

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

F (x) =
1

σ
√
2π

∫ t

−∞
e−

1
2(

t−µ
σ )

2

dt

Classiquement, les calculs se font à
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Loi normale
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partir des tables de N (0, 1).

−4 −2 0 2 4 6 8

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x
P

(X
≤

x)

N(µ = 2.5, σ2 = 4)
N(µ = 0, σ2 = 1)



Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Convergence B(n, p) → N (µ = np, σ2 = np(1− p)

Xn ∼ B(n, p) −−−−→
n→∞

N (np, np(1− p))

L’approximation est bonne pour np et n(1− p) pas trop petits.
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Exemple d’application, lecture des tables de la loi normale

Un élevage industriel compte n = 1960 poules pondeuses. La probabilité
qu’une poule ponde durant une journée est 5

7 . On considère que les poules
pondent indépendamment les unes des autres. Soit X le nombre d’œufs
pondus durant une journée dans l’élevage.

Quelle est la loi de X ?

Donnez une approximation de P(X ⩽ 1 376)

Les employés reçoivent une prime si le nombre d’œufs pondus est
exceptionnellement élevé. Quel nombre minimum d’œufs faut-il choisir
pour que la prime ne soit versée en moyenne qu’un jour sur 20 ?



Exemple d’application

X ∼ B
(
1960, 57

)
E(X) = np = 1400,

V(X) = np(1− p) = 400.

X ∼ N (µ = 1400, σ2 = 400)

Z = X−µ
σ = X−1400

20 ∼ N (0, 1)

X ⩽ 1376 ⇔ Z ⩽ −1.2

P(Z ⩽ −1.2) = P(Z ⩾ 1.2) =
1− P(Z < 1.2).

On lit la valeur dans la table de la
fonction de répartition pour
x = 1.2 + 0.00 .

P(Z ⩽ −1.2) ≈ 1− 0.8849 ≈ 0.115
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Avec vos calculatrices

Loi normale : les calculatrices
donnent P(a ⩽ X ⩽ b)

TI : normalFRép(a,b,µ,σ)
casio : NormCD(a,b,σ,µ)

Loi binomiale : les calculatrices
donnent P(X ⩽ a)

TI : binomFRép(a,n,p)
casio : BinomialCD(an,p)



Exemple d’application

On cherche x tel que P(X > x) = 0.05.

x est le 95ème percentile de la distribution de

X.

z = x−1400
20

est le 95ème percentile de la

distribution de Z.

On utilise la table de l’écart réduit.

La table donne εα tel que P(|X| ⩾ εα) = α.

Le 95ème percentile correspond à α = 0.1.

On lit dans la table la valeur ε0.1 = 1.645.

La valeur correspondante est

x = 1400 + 20× 1.645 = 1432.9.

Il faut donc choisir de payer la prime lorsque

le nombre d’œufs pondus dépasse 1433.
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−3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

x

D
en

si
té

α 2 = 0.05α 2 = 0.05
x = εα− x = − εα



Exemple d’application

On cherche x tel que P(X > x) = 0.05.

x est le 95ème percentile de la distribution de

X.

z = x−1400
20

est le 95ème percentile de la

distribution de Z.

On utilise la table de l’écart réduit.

La table donne εα tel que P(|X| ⩾ εα) = α.

Le 95ème percentile correspond à α = 0.1.

On lit dans la table la valeur ε0.1 = 1.645.

La valeur correspondante est

x = 1400 + 20× 1.645 = 1432.9.

Il faut donc choisir de payer la prime lorsque

le nombre d’œufs pondus dépasse 1433.
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Avec vos calculatrices

Loi normale : les calculatrices
donnent les fractiles de la loi
normale : x|P(X ⩽ x) = p

TI : FracNormale(p,µ,σ)
casio : InvNormCD(p,σ,µ)

Loi binomiale : les calculatrices
casio proposent la fonction des
fractiles de la binomiale :
BinomialCD(p,nB,pB)



TCL

: théorème central limite

X1, X2, . . . est une suite de VA indépendentes et de même distribution.

E(Xi) = µ, V(Xi) = σ2.

Sn =
n∑

i=1

Xi est la somme de n VA.

Lorsque n → ∞ la loi de Sn converge vers N (nµ, nσ2)

Sn =
n∑

i=1

Xi ∼ DSn −−−→
n→∞

N (nµ, nσ2)
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La distribution normale dans la nature

La loi normale intervient lorsque la variable mesurée est l’addition d’effets
multiples et aléatoires.
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Exemples : Xi ∼ P(λ = 1)
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Exemples : Xi ∼ E(ρ = 1)

Distribution de X (Exponentielle(1))

x

D
en

si
té

0 2 4 6 8 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0



Exemples : Xi ∼ E(ρ = 1)
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Exemples : Xi ∼ E(ρ = 1)
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Moyenne de n VA iid

La moyenne de n variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées est une variable aléatoire.

Le théorème central limite nous permet de connâıtre la distribution de la
moyenne lorsque n devient grand.

Application : L’estimation des paramètre d’une distribution.
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moyenne lorsque n devient grand.

Application : L’estimation des paramètre d’une distribution.


