Chapitre 6

Lois de probabilite



Lois discretes

1. Loi uniforme

Toutes les valeurs prises par la variable aléatoire ont la meéme probabilité

Si n est le nombre de valeurs prises par X alors:

VOX) = § " (x, ~ E(Q)* = $x? - E(X)’




Lois discretes

2. Loi de Bernoulli (ou loi alternative simple)

On appelle variable de Bernoulli ou variable indicatrice, la variable

AR EEINISE X : Q) — R/ Q = { échec, succes} et X(Q)=1{0,1}

IO NG SRS NI p (X=0)=q et p(X=1)=p avec pt+q=1

Elle est appelée loi de Bernoulli, notée B(1,p)



Lois discretes

3. Loi Binomiale (ou loi alternative répétée)

On appelle variable Binomiale une variable aléatoire X correspondant

a la somme de n variables de Bernoulli : RaS _%Xi Q" > R telleque

X(Q")={0,1,....n}
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Exemple: X = nombre de filles dans les fratries de 4 enfants

X(Q) =40,1, 2, 3, 4}
p: probabilité d’avoir une fille a chaque naissance = 1/2

Loi de probabilite

GGGG q* 0.0625
FGGG, GFGG, GGFG, GGGF 4g3p 0.25
FFGG, FGFG, FGGF, GFFG, GFGF, GGFF 6qg2p2 0.375
FFFG, FFGF, FGFF, GFFF 4gqp3 0,25
FFFF p4 0,0625
somme =1

Indépendance statistiquep (GN G~ G~ G) = g.9.9.9 = g*



Lois discretes

3. Loi Binomiale (ou loi alternative répétée)

On appelle variable Binomiale une variable aléatoire X correspondant

2 la somme de n variables de Bernoulli : RS _%Xi Q" > R telleque

B (") ={01,..n

n n
ISR el P(X=Kk)=C;p“q"™ avec C}=

k!(n.—k)!

Elle est appelée loi Binomiale, notée B(n,p)



Loi de probabilité ? Y. des probabilités = 1

> pX = k)=ZC§pkq”‘k =
k=0 =
or, Va,beR,(a+h) ZC a“b""

anp( ZC p“g" " =(p+q)" =

k=0

P(X=k)
Représentation: diagramme en batons




Formule de récurrence pour le calcul des probabilités

|
On pose: p(x — k) n: kqn—k

“kin—kt "
Nn!
X =k =1)= : k—1n—k+1
Pl )= k)i ke P
On calcule: p(X =k) _ n! (k=D!'(n—-k +1)! pk qn—k
p(X = k—l) k!(n_k)! n! pk—l qn—k+1
p(X =k) _(n—-k+1)p
p(X =k-1) k g

sfp(x =k = F=E2 P pex =k




Lois discretes

3. Loi Binomiale (ou loi alternative répétée)

Formule de récurrence pour le calcul des probabilités

Exemple: fratries de 4 enfants

x 0,375 = 0,25

P(X=3)= 4-3+1 x 0.5 x p(X=2) = 2
3 3

0.5



Lois discretes

3. Loi Binomiale (ou loi alternative répétée)

On appelle variable Binomiale une variable aléatoire X correspondant

2 la somme de n variables de Bernoulli : RS _%Xi Q" > R telleque

B (") ={01,..n

n!
kI(n —Kk)!

ISR el P(X=Kk)=C;p“q"™ avec C}=

Elle est appelée loi Binomiale, notée B(n,p)



Lois discretes

3. Loi Binomiale (ou loi alternative répétée)

Exemple: X: nb de filles dans les fratries de 4 enfants

B (4, 1/2)
E(X) =np=2 mm) 2 fillesen moyenne
V(X) = npg = 2x1/2 =1 E=)  écart-type = 1

Probabilité d’avoir au moins 3 filles dans les fratries de 4

P(X > 3) = p(X=3) + p(X=4)= 4p3q + p* = 0,25+0,0625=0,3125



Lois discretes m
L

4 | oi de Poisson

Dans le cas d’une variable de Poisson, les événements se produisent

les uns 2 la suite des autres, de facon X: Q— R telle que
X(Q)=1{0,1,2...,n...}

aléatoire dans ’espace ou le temps.

Loi de probabilité:

Elle est appelée loi de Poisson, notée P(A)



Lois discretes

4. Loi de Poisson
Représentation graphique: diagramme en baton

P(X=K)

distribution tres dissymétrique car p<<qg et n’est pas
bornée, donc X peut prendre des valeurs jusqu’a l'infini




Par convention: pour k=0, A°=1 et 0!=1




Lois discretes

4 | oi de Poisson

Formule de récurrence:

ﬂ,k ik -1

p(X =k)=e" ﬁ....et...p(x =k-1)=¢e" k1)

p(X =k) e* A (k-1)!
p(X =k-1) e* 2t K

=[p(X :k):%p(x =k -1)

d'ou.




Lois discretes m
L

4 | oi de Poisson

Dans le cas d’une variable de Poisson, les événements se produisent

les uns 2 la suite des autres, de facon X: Q— R telle que
X(Q)=1{0,1,2...,n...}

aléatoire dans I’espace ou le temps.

Loi de probabilité:

Elle est appelée loi de Poisson, notée P(A)



Lois discretes

4 | oi de Poisson

Lorsque le nombre d’épreuves dans une loi Binomiale tend vers l'infini et
que la probabilité de succes tend vers 0, la loi binomiale tend vers la loi
de Poisson

Approximation de la loi Binomiale par une loi de Poisson

X~@ (n, p) et n=50 et np<5 alors X-> P (1) avec L=np=E(X)

Démonstration :



Exemple:

Dans une population, la probabilité d’apparition d’'une maladie
génétique est de 0.001.

On tire un échantillon de 100 individus.

Quelle est la probabilité que 2 individus soient malades ?

X: nb d’individus malades parmi 100
X~ (100, 0.001)

P(X=2) = 100! (0.001)2 (0.999)%=0.00449
21 98!

Approximation par la loi de Poisson:
A=np=0.1  X~P(0.1)

P(X=2)=e01(0.1)2 = 0.00452 ~ 0.00449
2!



Lois discretes

6. Loi géométrique (loi de Pascal)
Une variable géométrique correspond au nombre d’épreuves de Bernoulli

nécessaires pour obtenir 1 succes: X: Q— Rtelleque
X(Q)=1{1,2..,n..}

Loi de probabilité:




Lois discretes

6. Loi Binomiale négative

Une variable binomiale négative correspond au nombre d’épreuves

X: Q—> Rtelleque

nécessaires pour obtenir k succes:

X(Q) ={kk+1,.,n..}

Loi de probabilité:

E(x) =¥ V(X) =k b
p2
p




Lois discretes

7. Loi hypergéométrique
Une variable hypergéométrique correspond a 'observation de k succes

lors de n épreuves sans remise : X:Q" >R telleque

X(Q")={0,1,....n}

Ck Cn-k
Loi de probabilité: p(X =Kk)= f‘lc—nnz avec N =nl+n2
N

E(X):n_nl V(X):nN-nlnan

N N-1 N?



Lois continues

1. Loi uniforme continue

Une variable aléatoire continue est uniforme sur [a,b] si la valeur de sa
fonction densité de probabilité est constante pour tout x € [a,b]

Densité de probabilité: f:R>R"”

) =é si x < [a,b] et f(x) = 0si x ¢ [a,b]

Fonction de densité de probabilité

poc< X <) =[x = [x]



Lois continues

1. Loi uniforme continue

Fonction de répartition:

Hnglﬁgxehm]

F(x)=0six<a, F(x)=1six>b .

Fonction de répartition




Lois continues

2. Loi de Gauss ou loi hormale

Une variable aléatoire est une variable normale quand elle dépend d’un

grand nombre de causes indépendantes dont aucune n’est prépondérante

notée

N(u, 0)




Lois continues

2. Loi de Gauss ou loi hormale

Fonction de répartition

2
Fw=[" — e%(%j dx

o211




Lois continues

3. Loi normale centrée-réduite

Une variable normale centrée-réduite a pour densité de probabilité :

notée

N (0,1)




TABLE 2

Loi normale. Table de la fonction I7 (1)

La table donne les valeurs de I7 () pour u positif. Lorsque u est négatif, il faut
prendre le complément a I'unité de la valeur lue dans la table.

P(U < a) — ﬂ(a) | | __E | . 0,08 l 0,09

0,5319 | 0,5359
, 0,5714 | 0,5753

|o 5832 (0, 5871 ,o 5910 o 5948 0,5987 | Br6D 0,6103 | 0.6141

l0 62 ( ) 0,6480 | 0.6517

40,6554 10,6591 06678 0.6664 (0,670 | 0,673 | 0,6844 | 0.6879

I 0,6915 10,6950 10,6985 10,7019 10,7054 | 07088 | 0,7190 | 0.7224
exem p (S 0,7257 [0,7290 (0,7324 07357 |0,7389 | 07422 | 0 | : 0,7517 | 0,7549
0,7580 10,7611 10,7642 [0,7673 10,7704 | 07734 | 0.7764 | 0, 0,7823 | 0,7852

0,78 10,7967 10,7995 . 0.8023 | 0.8051 | 0, 0,8106 | 0,8133

'0,8159 0 8186 o 8212 l08238 io 8264 | 0,8289 | 0,8315 0,8365 | 0,8389

: ‘0,8438 0,8461 10,8485 10,8508 1 0,8531 | 08554 0,8599°| 0,8621

P( U < O 36) —_ 'I_I'(O 36) 18643 10,8665 10,8686 08708 10,8729 | 0,8749  0.8770 | 0,8810 | 0,8830
/ / 10,8869 0,883 10,8907 08925 : 0.8944 | 0,8962 | 0, 0,8997 | 0:9015

2 ’0 9207 10,9222 o, ,9236 10,9251 1 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
I0 9345 IO 9357 10,9379 10,9382 | O, 0,9406 | 0,9418 0,9429 0,9441
lo, ,9463 10,9474 10,9484 10,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
0,9564 10,9573 10,9582 ‘0 9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633

. 0,9649 10,9656 10,9664 0,967 0.9678 | 0, 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
On ||t |a Valeur dans |a table 3 09719109726|09737 }0,9756 0,9761‘09767

10,9049 ‘0 ,9066 0,9082 09099 0,9115 | 0,9131 | 0,9147 ' 0,9162 10,9177

ﬂ(0,36) — 0,6406 w0972 J0,9821 Io, o ; s ; 0,9974 | 0,9981

Exemple : pour u = -+ 1,37 IT (u) = 0,9147
pour u = — 1,37 1T (1) = 0,0853




Lois continues

4. Loi du y? de Pearson »

On appelle ¥ a n degrés de liberté la variable aléatoire définie par :




Lois continues

5. Loi de Fisher-Snedecor

On appelle I a n et p degrés de liberté la variable aléatoire définie par :

Densité de probabilité: f:R —-R™

f(F) = cF2 *(p + nF) o




Lois continues

6. Loi de Student

On appelle T a n degrés de liberté la variable aléatoire définie par :

avec U ~ N(O,l)etV~;(2é1nddI

Lol de Fisher-Student
(& n degrés da libertd )

n

o




Théoreme central limite

Soit la variable aléatoire S résultant de la somme de n variables

aleatoires independantes et de méme loi, on construit la variable

que : * ¢ 3
J € dz quand n — oo ¢’est a dire N(0,1).



