Chapitre 5

Variables aléatoires



Variable aléatoire

v.a. X est une application de Q dans R

X, : observation de la variable aléatoire X

X sert a caractériser le résultat de I'expérience



Variable aléatoire

Deux types de variables aléatoires:

v’ Variables aléatoires discretes
ne prennent que des valeurs discontinues dans un intervalle

Exemple : on lance une piece deux fois
v.a. X: « nombre de faces obtenues »
Q={FF, FP, PF, PP}

X={0, 1, 2}



Variable aléatoire

v’ Variables aléatoires continues
peuvent prendre toutes les valeurs dans un intervalle donné

Exemple: on considere I'ensemble O des étudiants de I'amphi

v.a. X : « taille des étudiants de I'amphi »
Q: {ens. des etudiants de I'amphi}

X: {1,80; 1,76; 1,91; 1,69, ... }



Variable aléatoire discrete

Loi de probabilité

-

X
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Diagramme en batons




Variable aléatoire discrete

Loi de probabilité

Exemple: lancé de la piece deux fois

Q X p(X=X;)
FF 2 1/4 D(FAF)=p(F)xp(F) =1/2 x 1/2 = 1/4
{ FP 1 1/2
PF p(X=1)=p(FP) + p(PnF)=1/4+1/4 = 1/2

PP 0 1/4



Variable aléatoire discrete

Fonction de répartition

R —[0,1]

X — F(xi) =p(X < xi)

Fonction de répartition

— = distribution des probabilités cumulées



Variable aléatoire discrete

Espérance: définition

Parametre de position qui correspond au moment d’ordre 1 de

la variable aléatoire
(équivalent de la moyenne statistique; centre de gravité des n

points)




Variable aléatoire discrete

Espérance: Exemple

esperance de X : « nb de faces apres deux lancés »

E(X) = (2x0.25 + 1x0.5 + 0x0.25) = 1

- ] fois face en moyenne



Variable aléatoire discrete

Espérance: propriétés

X etY, 2 variables aléatoires discrétes définies sur le méme univers Q
EX1Y) = E(X) £ E(Y)

E(aX) = aE(X)

E(a + X) = a + E(X)

Soit Z= X-E(X), E(Z)=E[X-E(X)]=E(X)-E[E(X)]=E(X)-E(X)=0

une v.a. est dite centrée si son espérance est nulle



Variable aléatoire discrete
Variance: définition

Parametre de dispersion qui correspond au
moment d’ordre 2 de la variable aléatoire

(variance statistique)

V(X) = 2p(X =Xl -EQF =02

V(X) = E[(X —E(X))?]= E(X?) - [EC) T



Variable aléatoire discrete

Variance: Exemple

variance du nombre de faces obtenues apres deux lancés

V(X)= 0.25x[2-1]2 + 0.5x[1-1]2 + 0.25x[0-1]2 = 0.5

ou

V(X) = [0.25x22 + 0.5x12 + 0.25x02] -12 = 0.5



Variable aléatoire discrete
Variance: propriétés
X etY, 2 variables discrétes définies sur le méme univers Q
VX+Y) = V(X) + V(Y) si X et Y indépendantes
VX+Y) = V(X) + V(Y)+ 2 cov(X,Y) si X et Y non indépendantes
V(aX) = a’V(X)
V(a+ X)=V(X)carV(a) =0

Soit Z= X/\V(X), on montre que V(Z)=1

Une v.a. est dite réduite si sa variance est égale a 1



Variable aléatoire continue

Loi de probabilité

On ne peut mesurer que p(a = X = b) car p(X=a)=0

Une variable aléatoire X définie sur un univers Q est dite absolument

continue, s’il existe une fonction f, appelée densité de probabilité
telle que :

YueR p(X<u)=[f(x)dx

On appelle densité de probabilité toute application continue

f-R>R" +00
telle que : .f_oo f(X)dX — 1



http://mathsv.univ-lyon1.fr/cours/stats/chap3/c3p3/(Empty Reference!)
http://mathsv.univ-lyon1.fr/cours/stats/chap3/c3p3/(Empty Reference!)

Variable aléatoire continue

Fonction de répartition

YueR F(@)=p(X<u)=[f(x)dx




Variable aléatoire continue

Fonction de répartition

limF(u)=0 et limF(u)=1
X —> —00 X —> +00

Tf(x)dx: F(b)—0=p(X <h) = p(X <b)

}f(x)dx:F(b)—F(a): 0(X <b)— p(X <a) = p(a< X <b)



Variable aléatoire continue

Espérance

E(X) =77 x f(X) dx

Variance

V(X) = [22f(x)[x — E(X) ['dx = E(X?) ~[E(X) [

Il faut que l'intégrale soit convergente



